Concursul Fractal

A DOUA EDITIE, 8 DECEMBRIE 2024




Problema 1. Numerele naturale nenule a, b, ¢ sunt astfel incat ‘;Tﬁ’ este patratul unui

numar rational, iar ab+ bc+ ca este un numar prim. Aflati toate valorile posibile ale lui ‘;fi’.

Solutie: Conditia e echivalenta cu faptul ca numarul (a + b)(b + ¢) este un patrat perfect.
Fie (a + b)(b+ ¢) = 2. Observam c& 2% — b*> = ab + bc + ca, care este prim. Deci, numarul
(x —b)(z +b) e prim, ce iInseamna ca unul din cei doi factori este egal cu 1, si clar z —b = 1,
deci (b+a)(b+c)=2?= (b+ 1)? ce inseamni ci a = ¢ = 1, deci raportul dat este egal cu
1.



Problema 2. In coltul din stanga jos al unei table de sah (cu cate 8 randuri si 8 coloane),
se afla un rege. Marius si Alexandru joaca un joc, Alexandru merge primul. Pe rand, acestia
muta regele, fie in dreapta, fie in sus, fie in dreapta sus, cu cate exact un patratel. Castiga
cel ce duce regele in patratelul din coltul din dreapta sus. Cine va castiga daca ambii jucatori
joaca optim?

Solutie: Aceasta problema are multe solutii, dar cea mai scurta ar fi sa consideram tabla
de sah in care fiecare patratel e colorat rosu daca are ambele coordonate pare si albastru
altminteri. Vom arata ca Alexandru poate castiga, caci incepe de pe un patratel albastru.
Strategia sa va fi, la fiecare mutare, sa mute regele pe un patratel rosu. E clar ca apoi, Marius
oricum nu ar muta, ajunge pe un patratel albastru, si deci nu va putea castiga nicicum, caci
patratelul din coltul din dreapta sus e rosu.



Problema 3. Numerele pozitive nenule a, b si ¢ satisfac abc = 1. Aratati ca:
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Solutie: Fie : =z, L =y, 1 = 2, e clar ca zyz = —— = 1. Inegalitatea se rescrie ca:
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notand x + y + z = s vrem s& aratam ca s> > %(s + 3), pentru s > 3, ce e evident.

Iar conform inegalitatii Cauchy-Buniakovski-Schwartz, partea stanga e cel putin



Problema 4. In triunghiul ABC, punctele D, E si F' sunt picioarele perpendicularelor
duse pe laturile opuse din A, B si C respectiv. Punctul X4 este astfel incat un cerc prin £
si F' este tangent la cercul circumscris triunghiului ABC' in X4, analog definim Xp si X¢.
Aratati ca dreptele AX 4, BXp si C X sunt concurente.

Solutie: Observam ca, aplicand lema referitor la concurenta axelor radicale cercurilor (ABC'); (BCEF); (E
tangenta comuna a celor doua cercuri trece prin punctul de intersectie al dreptelor BC' si

BX4a _ PaXa __ PaB-PsC __ PsB ¥
EF, fie acest punct P4. Deci X0 = P = P.C =\/Fo Pentru concurenta,
conform teoremei trigonometrice a lui Ceva, e necesar sa avem [] % XAB =1, deci [[ 5 = AB =1,

PsB _ DB

ce e evident, caci e = DO

si analoagele, iar inaltimile sunt concurente



